Chapitre 5

Coordonnées cylindriques, sphériques et rotations
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5.1 Coordonnées cylindriques

@ Les coordonnées cylindriques sont adaptées pour décrire un mouvement

avec une symétrie cylindrique.

@ Coordonnées cartésiennes : point P T
A
®P
P = (xla X2, 333)
@ Coordonnées cylindriques : point P 2
P = (/07 ¢7 Z) 9 .
e Lien géométrique : ¢ P
Ty P’

Q@ 1 =pcoso
Q

psin @

Q 13==z

(5.1)

@ Coordonnées polaires : coordonnées cylindriques dans le plan z = 0
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5.1.1 Expérience - Plateau tournant avec feutre

feutre

\/
@ Un feutre est fixé sur un porte-feutre qui tourne a vitesse constante par

rapport au sol.

© On maintient le disque immobile et on reldche le porte-feutre qui a
alors une trajectoire rectiligne par rapport au plateau.

@ On fait tourner le disque a la méme vitesse angulaire que le feutre et
on relache le porte-feutre qui a alors une trajectoire courbe par
rapport au disque.

@ Un tel systeme se préte naturellement a I'usage de coordonnées
cylindriques pour exprimer de facon simple la trajectoire du feutre.
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5.1 Coordonnées cylindriques

@ Lignes de coordonnées cylindriques : lieu géométrique des points dont
deux coordonnées cylindriques sont fixes (droite ou courbe) orienté dans
le sens croissant de |la coordonnée cylindrique variable.

@ Demi-droite radiale horizon. : ¢ =cste z=-cste et 0<p<®

© Cercle horizontal : z=cste p=cste et 0< ¢ <27

© Droite verticale : p=cste ¢ =cste et — wW<z<®
L3
A A (p,9)

(2,0) \ @

(4,2)
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5.1.1 Repere cylindrique

@ Repere cylindrique : (ﬁ, qb?, 2) repére mobile

@ Repere orthonormé :

T3
@ pp=¢ b=t E=1 i
Q@ p-p=¢-2=2-p=0 (5.2) )
@ Repere direct : - ;
Q@ pxd=2 ’
Q@ Oox2=p (5.3)
Q@ 2xp=20

@ Changement de base :

Q@ p=cosopx; +sing o
Q@ &= —sindd + cosdds (5.4)
Q@ Z2=2a3
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5.1.2 Vecteur position

e Vecteur position : ol p = p(¢)

r=pp+zz

@ Changement de base :

¢
Q@ p=cos¢pZy +sin¢Io PZ B
Q QS = —sin @ &1 + cos ¢ Lo (5.4) > 1,
Q@ 2Z2=21=o3
@ Dérivées des vecteurs de base : 71

Qo ﬁzgﬁ(— sin¢:ﬁ1+cosqb§32)=q5g13

Q $=—(/5(COS¢€%1+81H¢§32)=—</5I3 (5.6)

@ 2=0
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5.1.3 Vecteur vitesse

@ Vecteur position :

r=pp+z2 (5.5) ”
@ Dérivée du vecteur position : !
F=pp+pp+iitzz (5.7) ;
@ Dérivées des vecteurs de base : P B
@ =096 -
@ d=-dp (5.6)
@ 2=0
e Vecteur vitesse : (5.6) dans (5.7)
v= pp + pop + 2 5.8
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Dr. Sylvain Bréchet

5.1.4 Vecteur accélération

@ Vecteur vitesse :
V=pp+pop+iz (5.8)
@ Dérivée du vecteur vitesse : A
o=pp+pp+(po+pd)d

b pbdtiE4 ik (5.9) ¢

@ Dérivées des vecteurs de base : &

@ Vecteur accélération : (5.6) dans (5.9)

radiale centripete tangentielle de Coriolis verticale

R AR
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5.2 Coordonnées sphériques

@ Les coordonnées sphériques sont adaptées pour décrire un mouvement
avec une symétrie sphérique.

@ Coordonnées cartésiennes : point P 24
P = (xlv X2, £U3)

@ Coordonnées sphériques : point P

P =(r,0,09)

e Lien géométrique :

Q@ 1z, =rsinfcoso
@ 23 =rsinfsing (5.11)

r cos 6

Q uxs

7 [ J 7/ 7/ - 7-‘-
@ Coordonnées polaires : coordonnées sphériques dans le plan 6 = 5
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5.2.1 Expérience - Bille dans un anneau en rotation

@ Une bille peut glisser dans un anneau qui tourne a vitesse angulaire
constante autour de |'axe vertical qui passe par son centre.

© Si la vitesse angulaire de rotation de |'anneau n’est pas suffisante, la
bille reste au bas de I'anneau.

© Si la vitesse angulaire de rotation de |'anneau est suffisante, la bille
remonte le long de I'anneau.

@ Un tel systeme se préte naturellement a I'usage de coordonnées
sphériques pour exprimer de facon simple la trajectoire de la bille.
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5.2 Coordonnées sphériques

@ Lignes de coordonnées sphériques : lieu géométrique des points dont
deux coordonnées sphériques sont fixes (droite ou courbe) orienté dans le
sens croissant de la coordonnée sphérique variable.

Q@ Demi-droite radiale : § =cste ¢ =cste et 0<r<w
@ Demi-cercle vertical : ¢ =cste r=cste et 0<O<n

© Cercle horizontal : r =cste 6 = cste et < ¢ <27

I3

A (0,0)

e X,

(D) ®1)
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5.2.1 Repere sphérique

A

@ Repere sphérique : (fﬁ, 0, qﬁ) repere mobile

@ Repere orthonormé :

G'Fxézqg
Q@ Oxo=r+
Q qufzé

e Changement de base : (5.14)
Q@ 7 =5sinf cosgpx; + sinb sinp &y + cosb &3

Q@ 0 =cosbf cosgp@y +cosl sing Xy — sinf 3

Q q5 = — sing &1 + cos ¢ &o
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5.2.2 Vecteur position

Dr. Sylvain Bréchet

e Vecteur position : ol 7 =7 (0,¢)

r=rt (5-15)J
@ Changement de base :
Q@ 7 =5sinf cosopx; +sinf sinp &y + cosb &3
Q@ 6 —=cos cospdy + cos sin¢dy — sinb &g (5.14)

Q ¢=—sinp& + cosoxs
@ Dérivées des vecteurs de base :

Q@ 7 =0 (coslcosd® + coslsindds — sinb @s)

+ $sind (— sing @y + cosP@s) =00 + dsind @

Q o——06 (sinf cos ¢ &1 + sinfsin @ &5 + cos b T3) (5.16)

+ dcosl (— sing®y + cosp @) = —O0F + dpcosh

Q q.ﬁ: —gé(cosgbfi'l + sin ¢ &)

5 Coordonnées cylindriques, sphériques et rotations



5.2.2 Vecteur position

@ Dérivées des vecteurs de base : T3
Q@ 7=00+¢sinho

o éz —9f+q56089$

o qZ= —q.b(cosqbﬁ:l + sin ¢ &)

@ ldentité vectorielle :

A

¢ = —gﬁ(cosqbi:l +sin ¢ &o) = —gﬁﬁ

= —gﬁ <sin0f—|—cos€é)

@ Dérivées des vecteurs de base :

Q@ 7=00+ dsinfd

Q éz —(9.734—&(3089&5

Q@ d=—o (sin@f—kcos@é)
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5.2.3 Vecteur vitesse

@ Vecteur position :

r=rf (5.15)

@ Dérivée du vecteur position :

A A

r=r¢*+rr (5.17)

@ Dérivées des vecteurs de base :

Q@ =00+ $sinfd
Q é=—9f+$cosﬁq3 (5.16)
Q@ d=—o (sinef»+cos9é)

e Vecteur vitesse : (5.16) dans (5.17)

v= 7F + r00 +rosinhdd
~— = ¥¢ ~ Cé
azimutale

radiale nodale
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5.2.4 Vecteur accélération

@ Vecteur vitesse :
v=rP+100+71rdsindd (5.18)
@ Dérivée du vecteur vitesse :
O =FF 477+ (7’“94—7“5)@—1—7“95

+ (7 dsinf+rdsing+rédcost)

+ro Sinﬁqz (5.19)

@ Dérivées des vecteurs de base :

Q éz—é'ﬁ—kg.bcosﬁqg (5.16) ™
o

é=—o¢ <smerﬁ+coseé)
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5.2.4 Vecteur accélération

@ Dérivée du vecteur vitesse :
O=FF 4P+ (¢é+ré)é+r9'é

+ (fgz'bsin¢9+rqob'sin6’+7°¢.5é COSH) 923

+ro Sinﬁq;b (5.19)

@ Dérivées des vecteurs de base :

Q@ =00+ psindd

Q éz—éf%—q.ﬁcoquﬁ

Q $=—$(sin6’f—|—cosé’é)
@ Accélération : (5.16) dans (5.19)

a = (7’“’— ro? — T$2sin29)ﬁ+ (ré+2f9— rgﬁQSinﬁ COSH) 0

4 (rg'b'sin9+27*qgsin¢9—l—2rg56"COSH)QAS (5.20)

v
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5.2.4 Vecteur accélération

@ Accélération :

a = ( Poo—re?— rgﬁ2sin29)'ﬁ
~—— < ~ ~

radiale centripete
n ( r0 + 270 —rgb281n90089)0
—— —— g g
nodale de Coriolis centripete

+ (rqb sin9+27'“q5 sin 6 + 27“@6.’ 0089) o
N ~~ d
azimutale de Coriolis

T3

A
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5.3.1 Rotation d’un repere direct mobile

Repere direct mobile : (1, 92, 9J3)

Vecteurs unitaires :

9i-9;=1 vV i=123 (5.21)
Dérivées temporelles des vecteurs unitaires : (5.21)

G 9i+9;,-9, =0 ainsi g, 9:=0 V¥V i=1,23 (522

Dérivée comme combinaison linéaire :

3
Y Z Wij Yj ou wi;=0 V =123 (5.23)
j=1

Vecteurs orthonormaux :
Dérivées temporelles des vecteurs orthonormaux : (5.24)

GO +0i-9,=0 V i,k=1,23 (5.25)
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5.3.1 Rotation d’un repere direct mobile

@ Dérivée comme combinaison linéaire :
3
=Z wiiY; ol wy=0 YV i=1,2,3 (5.23)

@ Vecteurs orthonormaux :

Ui - U = 0;k V ,k=1,2,3 (5.24)
@ Dérivées temporelles des vecteurs orthonormaux :

G, G +0i-0,=0 YV ik=1,23 (5.25)

o Relation scalaire : (5.23) dans (5.25)

3 3
(Zw;yg>yk+y<2 ]y3>— V i,k=1,2,3
j=1 —1

o Relation d’antisymétrie : (5.24) dans (5.26)

Wik + Wi = 0 alnsi Whi = — Wik V ,k=1,23 (5.27)
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5.3.2 Formules de Poisson

o Application linéaire : (91, 92,93) — (U1, Yy, Us)

U, 0 wiz w13\ (Y1
o |=|—wiz2 0 was ||y (5.28)
Us —wiz —w 0 Us

@ Définition: wi=ws3 ; wr=ws31 ; W3 =wWis
Y 0 wz  —w2\ (Y1
gy |=|—ws O w1 Y2 (5.29)
Us w2  —wW 0 Y3

@ Relations vectorielles :
Q 7, = w3 — wois
Q 292 = w1 Y3 — w3 Y1 (5-30)

Q@ Ys=w2Y1 — w1 Yo
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5.3.2 Formules de Poisson

o Relations vectorielles : (5.31) “logo mercedes”
Q@ i, =wiaxTi +waBo X 1 +ws Pz X G
Q@ U, = wi P X Yo+ ws PoxTz + w3 P3 X Js
Q@ U3 =wi P X Y3+ wrPo X P + w3 YT
@ Vecteur vitesse angulaire :
W = w1 Y1 + ws Yo + w3 Ys (5.32)
o Relations vectorielles : (5.31) et (5.32)
o 291 = w X U
Q@ U, =w x> (5.33)
Q@ g3=wxys
@ Formules de Poisson :

g =wxg, ¥V i=1,273 (5.34) |
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5.3.3 Symétries en physique

@ Physique : symétries fondamentales

Q@ Renversement du temps : réversibilité
t —» —t (5.35)

© Parité : symétrie centrale

(91,92,93) — (—91,—Y2,—Ys) (5.36)

© Conjugaison de charge :

particule <> antiparticule Julian Schwinger

1918 — 1994
g — —q (5.37)

Théoreme CPT : Schwinger - 1951

Les lois de la physique ne changent pas lorsque
toutes les particules impliquées dans une
interaction sont remplacées par leur
antiparticule, les trois directions de |'espace
sont inversées et le temps est inversé.
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5.3.4 Vecteurs polaires et axiaux

@ Parité : application linéaire qui envoie les vecteurs de base d'un repere
sur leur opposé

(91,92,93) —  (—=91,— 2, —Y3) (5.36)
@ Vecteur polaire : vecteur qui change de signe par parité

Q@ Position: r —» —r

Q Vitesse: v — —v

© Accélération: a — —a (5.38)

@ Quantité de mouvement : p —» —p

Q@ Force: FF - — F
@ Vecteur axial : vecteur qui ne change pas de signe par parité

©Q Vitesse angulaire : w — w
@ Moment cinétique : L — L (5.39)
© Moment de force: M — M
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5.3.4 Vecteurs polaires et axiaux

@ Produit vectoriel : vecteurs polaire et axial
(vecteur polaire) x (vecteur polaire) = vecteur axial

(vecteur axial) x (vecteur polaire) = vecteur polaire (5.40)

@ Invariance par parité : pour montrer |'invariance de la mécanique
classique par parité on considére un mouvement circulaire et on applique
la parité par rapport au centre O.

V=wXr —» —v=wx(—7)
a=wXx(wWXr) > —a=wX (wx(—r)) (5.41)
o Démonstration graphique : méme mouvement (symétrie centrale)

“ A

V=wWXT
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